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แบบจําลองคณิตศาสตร

แบบจาํลองคณิตศาสตรที่ใชในการคาํนวณหาปริมาณน้าํที่สามารถสูบจากทะเลสาบจะ
ประกอบดวย 1)  แบบจาํลองอุทกวิทยา  2)  แบบจาํลองอุทกพลศาสตร และ  3) แบบจาํลอง
คุณภาพน้าํ แบบจาํลองอุทกวิทยาจะใชคาํนวณปริมาณน้าํทา (Surface runoff) และน้าํใตผิวดิน 
(Subsurface flow) ที่ไหลลงสูทะเลสาบจากพื้นที่ลุมนํ้ายอยแตละลุมนํ้า ซึ่งจะสัมพันธกับปริมาณ
นํ้าฝนและสภาพของแตละลุมนํ้ายอย  แบบจาํลองอุทกพลศาสตรจะใชคาํนวณการไหลเวียนของ
นํ้าและความลึกของน้าํในทะเลสาบที่ตาํแหนงตางๆ ในเวลาตางๆ สวนแบบจาํลองคุณภาพน้าํจะ
ใชคาํนวณการแพรกระจายของคาความเค็มของน้าํ

1. แบบจําลองอุทกวิทยา

ในการศึกษานี้ไดแบงพ้ืนที่ลุมนํ้าทะเลสาบสงขลาออกเปน 8 ลุมนํ้ายอย ประกอบดวย 7 
ลุมนํ้ายอยทางฝงตะวันตก และ 1 ลุมนํ้ายอยทางฝงตะวันออก แบบจาํลองที่ใชคาํนวณปริมาณน้าํ
ทาในลุมนํ้ายอยทางฝงตะวันตกไดแกแบบจาํลอง Variable Infiltration Capacity 2 Layers   
(VIC-2L) ซึ่งพัฒนาโดย University of Washington และแบบจาํลอง Routing ซึ่งพัฒนาโดย
Lohmann et al. (1996) สวนการคาํนวณปริมาณนํ้าทาจากลุมนํ้ายอยทางฝงตะวันออกได
ประเมินจากขอมูลปริมาณน้ําฝนจากสถานีตรวจวัดน้ําฝนจํานวน 7 สถานีใน จ.สงขลา          
โดยประเมินวา 30% ของปริมาณนํ้าฝนจะถูกระบายเปนน้าํทาลงสูทะเลสาบ

2. แบบจําลองอุทกพลศาสตร

2.1 สมการพื้นฐาน

แบบจาํลองอุทกพลศาสตรที่เหมาะสาํหรับทะเลสาบสงขลาไดแกแบบจาํลองแบบ 2 มิติ 
ตามแนวระนาบ สมการพื้นฐานของแบบจาํลองนี้ไดแก

สมการความตอเนื่อง (continuity equation) :
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สมการโมเมนตัม (momemtum equations) :
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เม่ือ η เปนระดับผิวน้าํวัดจากระดับความลึกเฉลี่ย
h เปนความลึกของน้าํ = h0 + η  เม่ือ h0 เปนคาความลึกเฉลี่ย
u เปนความเร็วของกระแสน้าํตามแนวแกน x
v เปนความเร็วของกระแสน้าํตามแนวแกน y
qx เปนอัตราการไหลตอหนวยความกวางตามแนวแกน x
qy เปนอัตราการไหลตอหนวยความกวางตามแนวแกน y
g เปนความเรงเน่ืองจากแรงโนมถวงของโลก
Pa เปนความดันบรรยากาศ
ρ เปนความหนาแนนของน้าํ
f เปน coriolis factor  = 2 Ω sin φ โดยที่ Ω เปนความเร็วเชิงมุมของ

การหมุนของโลกและ φ เปนคา latitude
τwx, τwy เปน shear stress ที่ผิวน้าํตามแนวแกน x และ y
τbx, τby เปน shear stress ที่ทองน้าํตามแนวแกน x และ y

2.2 สมการไฟไนทเอเลเมนท

ในที่น้ีจะแสดงการใชวิธีไฟไนทเอเลเมนทในการพัฒนาแบบจําลองอุทกพลศาสตร    
โดยใชเทคนิคแบบ Galerkin’s Weighted Residual  วิธีน้ีจะแทนคาตัวแปร h, qx, qy  ในสมการ
พ้ืนฐานดวยคาโดยประมาณ ซึ่งเขียนในเทอมของคาที่ Node ดังน้ี
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เม่ือ n เปนจาํนวน node ทั้งหมดที่กาํหนดในพื้นที่ศึกษา

φi เปน interpolation function

Hi เปนคาความลึก h ที่ node i

Qxi เปนคาอัตราการไหล qx ที่ node i

Qyi เปนคาอัตราการไหล qy ที่ node i

เม่ือแทนฟงคชั่นโดยประมาณนี้ลงในสมการพื้นฐานจะเกิดเศษเหลือ (residual) ขึ้น   
ทาํการคูณ residual ดวย function φi (i = 1,2…n) แลวใหอินติกรัลของผลคูณทั่วพื้นที่เทากับ
ศูนย จะไดสมการรวมทั้งส้ิน n สมการสําหรับสมการพื้นฐานแตละสมการ ซึ่งเทากับจาํนวนตัว
แปรที่ตองการหาคาํตอบทั้งหมด

ในวิธีไฟไนทเอเลเมนทจะแบงพ้ืนที่ศึกษาออกเปนพื้นที่ยอยหรือเอเลเมนท (element) 
โดยคาตัวแปรภายในแตละพื้นที่ยอยจะแสดงในเทอมของคาตัวแปรที่ node ภายในพื้นที่ยอยนั้นๆ 
คาอินติกรัลของพื้นที่ศึกษาทั้งหมดจะคาํนวณไดจากผลรวมของอินติกรัลบนแตละพื้นที่ยอย ซึ่งจะ
กาํหนดใหมีคาเทากับศูนย ในขั้นสุดทายสมการของระบบจะเขียนในรูปแบบดังน้ี

0=++ QMQMHM yyxxdt
d

(7)

+
dt

dQ
M x ( ) 00 =−−+− FHHMQMQM xxyfxux (8)

+
dt

dQ
M y ( ) 00 =−−++ FHHMQMQM yyxfyvy (9)

โดยที่เมตริกซ M, Mx, My, Mux, Mvy, Mf, Fx และ Fy ไดจากการรวม (assemble)
เมตริกซของเอเลเมนท (element matrices) Me, Me

x, Me
y, Me

ux, Me
vy, Me

f, Fe
x และ Fe

y ตามลาํดับ
โดยที่



การรุกล้าํของน้าํเค็ม 285

Me =  ∫∫φeφeTdA (10)
                                          A

Me
x = ∫∫(φe∂φeT/∂x)dA (11) 

                          A

Me
y = ∫∫(φe∂φeT/∂y)dA (12)

                                          A

Me
ux = ∫∫(φeφeTUe∂φeT/∂x)dA + ∫∫(φeφeTVe∂φeT/∂y)dA + ∫∫ JeφeφeTdA (13)

                               A                                                                             A                                                                            A

Me
vy = ∫∫(φeφeTUe∂φeT/∂x)dA + ∫∫(φeφeTVe∂φeT/∂y)dA + ∫∫ JeφeφeTdA (14)

                               A                                                                             A                                                                            A

Me
f = ∫∫ feφeφeTdA (15)

                                          A

Fe
x = ∫∫ We

x φ
edA + ∫∫{(h/ρ)(φe ∂φeT/∂x )Pa}dA (16)

                                          A                                            A

Fe
y = ∫∫We

y φ
edA + ∫∫{(h/ρ)(φe ∂φeT/∂y )Pa}dA (17)

                                          A                                             A

Je = g{(u2 + v2)1/2/(h.Ch
2)} (18)

We
x = τwx/ρ (19)

We
y = τwy/ρ (20)

2.3 รูปแบบของเอเลเมนทท่ีใช

ในที่น้ีไดใชเอเลเมนทรูปสามเหลี่ยมที่มี interpolation function เปนฟงคชั่นเชิงเสน ซึ่ง
เม่ือแทนฟงคชั่นดังกลาวลงในสมการที่ (10) ถึง (17) จะหาคาเมตริกซของแตละพื้นที่ยอย
(element matrices) ได ซึ่งเม่ือนาํมา assemble รวมเขาดวยกัน จะไดเมตริกซของระบบ
(system matrices)
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2.4 การหาคําตอบของสมการ

สมการที่ (7), (8) และ (9) สามารถเขียนในรูปแบบงายๆ ไดดังน้ี

dt
dHM = Fh(Qx, Qy) (21)

dt
dQ

M x = Fu(H, Qx, Qy) (22)

dt

dQ
M y = Fv(H, Qx, Qy) (23)

ในที่น้ีไดใชวิธีคาํนวณโดยการแบงชวงเวลา ∆t ออกเปน 2 ชวง ชวงแรกจะคาํนวณหา
คา H t+∆t   จากคา H t และ Qx

t+∆t/2 และ Qy
t+∆t/2 จากนั้นจึงคาํนวณหาคา Qx

t+3∆t/2 และ Qy
t+3∆t/2 ที่

ชวงเวลาที่สอง โดยอาศัยคา H t+∆t   และ Qx
t+∆t/2 และ Qy

t+∆t/2

2.5 การพัฒนาโปรแกรมคํานวณ

หลังจากที่ไดพัฒนาสมการไฟไนทเอเลเมนท    และวิธีหาคาํตอบของสมการดังกลาว
ขางตน ผูศึกษาไดเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นเพื่อชวยการคาํนวณ  โดยใชภาษา FORTRAN 92

2.6 การตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลอง

แบบจาํลองที่พัฒนา     ขึ้นไดผานการตรวจสอบความถูกตองโดยประยุกตใชคาํนวณ
การไหลของน้าํในลาํรางที่มีหนาตัดสม่าํเสมอ และเปรียบเทียบผลการคาํนวณโดยใชแบบจาํลอง
กับคาํตอบที่ถูกตองที่ไดจากการแกสมการโดยใชวิธีทางแคลคูลัส  ซึ่งพบวาคาํตอบจากวิธีทั้งสองมี
คาใกลเคียงกัน
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3. แบบจําลองคุณภาพน้ํา

3.1 สมการพื้นฐาน

แบบจําลองคุณภาพน้ําที่เหมาะกับทะเลสาบสงขลาไดแกแบบจําลองแบบ 2 มิติ      
ตามแนวระนาบ สมการพ้ืนฐานสําหรับแบบจําลองนี้ไดแกสมการสมดุลของมวลสาร (mass 
balance equation) ซึ่งเขียนไดดังน้ี
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เม่ือ c เปนคาความเขมขน ณ ตาํแหนง (x, y) ที่เวลา t
u เปนความเร็วตามแนวแกน x
v เปนความเร็วตามแนวแกน y
h เปนความลึกของน้าํ
Kx, Ky เปนคาสัมประสิทธ์ิการแพรกระจาย
K เปนอัตราการสลายตัวของสาร
Rc เปนอัตราการเกิดขึ้นของมลสารตอหนวยปริมาตรน้าํ

3.2 สมการไฟไนทเอเลเมนท

  ในที่น้ีไดใชวิธีไฟไนทเอเลเมนทในการพัฒนาแบบจาํลองคุณภาพน้าํ        โดยแทนคา
ตัวแปร c  ในสมการพื้นฐานดวยคาโดยประมาณ ซึ่งเขียนในเทอมของคาที่ node ดังน้ี

∑
=

=
n

1i
i

^
    c iCφ (25)

ในขณะเดียวกัน คา parameters  u และ v ก็แทนดวยคาที่ node โดยใชสมการลักษณะ

เดียวกัน ดังน้ี
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เม่ือแทนฟงคชั่นโดยประมาณนี้ลงในสมการพื้นฐานจะเกิดเศษเหลือ (residual) ขึ้น ทาํ
การคูณ residual ดวย function φi (i = 1,2…n) แลวใหอินติกรัลของผลคูณทั่วพื้นที่เทากับศูนย 
จะไดสมการรวมทั้งส้ิน n สมการสําหรับสมการพื้นฐานแตละสมการ ซึ่งเทากับจาํนวนตัวแปรที่
ตองการหาคาํตอบทั้งหมด

ในวิธีไฟไนทเอเลเมนทจะแบงพ้ืนที่ศึกษาออกเปนพื้นที่ยอยหรือเอเลเมนท (element) 
โดยคาตัวแปรภายในแตละพื้นที่ยอยจะแสดงในเทอมของคาตัวแปรที่ node ภายในพื้นที่ยอยนั้นๆ 
คาอินติกรัลของพื้นที่ศึกษาทั้งหมดจะคาํนวณไดจากผลรวมของอินติกรัลบนแตละพื้นที่ยอย ซึ่งจะ
กาํหนดใหมีคาเทากับศูนย ในขั้นสุดทายสมการของระบบจะเขียนในรูปแบบดังน้ี

0=−+ MCMCM rcdt
d (28)

โดยที่เมตริกซ M, Mc และ Mr ไดจากการรวม (assemble) เมตริกซของเอเลเมนท
(element matrices) Me, Me

c และ Me
r  ตามลาํดับ โดยที่

Me =  ∫∫φeφeTdA (29)
                                          A

Me
c = ∫∫(φeφeTUe∂φeT/∂x)dA + ∫∫(φeφeTVe∂φeT/∂y)dA + ∫∫ KeφeφeTdA                         

                                          A                                                                             A                                                                            A

- (Kx/h) ∫∫{φe(∂φeTHe/∂x) (∂φeT/∂x)}dA- (Ky/h) ∫∫{φe(∂φeTHe/∂y) (∂φeT/∂y)}dA
                                                 A                                                                                                                             A

+ Kx ∫∫{(∂φ
e/∂x) (∂φeT/∂x)}dA + Ky ∫∫{(∂φ

e/∂y) (∂φeT/∂y)}dA (30)
                   A                                                                                                A

Me
r = ∫∫ ReφedA  + ∫ qe

cφ
edS (31)

                      A                                             S

3.3 รูปแบบของเอเลเมนทท่ีใช

ในที่น้ีไดใชเอเลเมนทรูปสามเหลี่ยมที่มี Interpolation function เปนฟงคชั่นเชิงเสน      
ซึ่งเม่ือแทนฟงคชั่นดังกลาวลงในสมการที่ (29) ถึง (31) จะหาคาเมตริกซของแตละพื้นที่ยอย
(element matrices) ได ซึ่งเม่ือนาํมา assemble รวมเขาดวยกัน จะไดเมตริกซของระบบ
(system matrices)
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3.4 การหาคําตอบของสมการ

เม่ือกาํหนดคา C ที่เวลาเริ่มตน สามารถคาํนวณหาคา C ที่เวลาถัดไปไดจาก

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

∆⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

∆
=

−

∆+ MCMMMMC r

tcctt

tt 22

1

(32)

3.5 การพัฒนาโปรแกรมคํานวณ

หลังจากที่ไดพัฒนาสมการไฟไนทเอเลเมนท    และวิธีหาคาํตอบของสมการดังกลาว
ขางตน  ผูศึกษาไดเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นเพื่อชวยการคาํนวณ โดยใชภาษา FORTRAN 92

3.6 การตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลอง

หลังจากไดพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพ่ือชวยในการคาํนวณแลว ไดทาํการตรวจสอบ
ความถูกตอง     โดยประยุกตใชคาํนวณการแพรกระจายของสารในลาํรางที่มีหนาตัดและ
ความเร็วของน้าํคงที่  และเปรียบเทียบผลการคาํนวณโดยใชแบบจาํลองกับคาํตอบที่ถูกตองที่ได
จากการแกสมการโดยใชวิธีทางแคลคูลัส    ซึ่งพบวาคาํตอบจากวิธีทั้งสองมีคาใกลเคียงกัน

4. ตัวอยางการคํานวณดวยแบบจําลอง

ในที่น้ีจะแสดงตัวอยางการคาํนวณการแพรกระจายของคาความเค็มในทะเลสาบสงขลา
รูปที่ 8ก.1 แสดงการแบงพ้ืนที่ศึกษาเปนพื้นที่ยอยรูปสามเหลี่ยม (Triangular element) ซึ่งมี
จาํนวนรวม 754 สามเหล่ียม และมีจาํนวน node รวม 530 node เม่ือปอนขอมูลพิกัดของ node 
ตางๆ ความลึก คาสัมประสิทธ์ิความเสียดทานทองน้าํ (Chezy Coefficient) ปริมาณน้าํทาที่
ระบายจากแตละลุมนํ้ายอย ระดับน้าํทะเลขึ้นลงที่ปากทะเลสาบ และอัตราการสูบน้าํที่สถานีสูบ
นํ้ากจ็ะสามารถคาํนวณความเร็วของกระแสน้าํและความลึกที่ node ตางๆ ไดจากแบบจาํลองอุทก
พลศาสตร เม่ือนาํผลการคาํนวณดังกลาวมาปอนเขาแบบจาํลองคุณภาพน้าํ พรอมกับขอมูลความ
เค็มที่ปากทะเลสาบก็จะสามารถคาํนวณการกระจายคาความเค็มของน้าํในทะเลสาบได
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รูปที่ 8ก.2 แสดงผลการปรับเทียบ
วัดในภาคสนาม สวนรูปที่  8ก.3 - 4 เปนต
การสูบน้าํที่สถานีระโนด ความเค็มจะคอยๆแ
สามารถคาํนวณหาปริมาณน้าํทั้งหมดที่สามาร
กรัม/ลิตร ซึ่งเปนคาความเค็มสูงสุดที่ยอมรับส

ทะเลสาบตอนบน

ทะเลสาบตอน

ปากรอ จุดเริ่มเขาทะเลสาบต

รูปที่ 8ก.1 การแบงพ้ืนที่ทะเลสา
เริ่มเขาเขตทะเลสาบตอนบน
คาความเค็มที่คาํนวณจากแบบจาํลองกับคาที่ตรวจ
ัวอยางผลการคาํนวณดวยแบบจาํลอง ซึ่งพบวาเมื่อมี
พรขึ้นไปยังบริเวณทะเลสาบตอนบน แบบจาํลองนี้
ถสูบได จนกระทั่งคาความเค็มที่จุดสูบน้าํสูงถึง 1.5 
าํหรบัการใชนํ้าเพื่อการเพาะปลูกขาว

ทะเลสาบตอนกลาง

ลาง

อนบน

บสงขลาเปนพื้นที่ยอยรูปสามเหลี่ยม
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รูปที่  8ก.2  ผลการปรับเทียบแบบจาํลอง
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รูปที่ 8ก.3 ผลการคาํนวณคาความเค็มในขณะที่สถานีสูบน้าํเริ่มเดินเครื่อง



การรุกล้าํของน้าํเค็ม 293

รูปที่ 8ก. 4 ผลการคาํนวณคาความเค็มเม่ือทาํการสูบน้าํในอัตรา 100,000 ลบ.ม./ชม.
               ตอเนื่องเปนเวลา 6 ชม.
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